Capitulo 1

Resultados de inferencia en muestreo

Ya que el cilculo de varianza en un muestreo complejo, representa un problema en torno
a una estimacién, resulta conveniente sefialar, aunque sea brevemente, ciertos resulta-
dos de inferencia estadistica en el caso particular del muestreo en una poblacién finita.
Bésicamente, la inferencia estadistica es una sola, sin embargo, en el caso del muestreo se
tienen dos particularidades que impiden la aplicacin directa de sus leyes: en primer lugar,
el anélisis se refiere a una poblacién finita, en la que sus elementos pueden ser debidamente
‘identificados (o etiquetados) y en segundo lugar, las observaciones no son independientes
e idénticamente distribuidas; una situacién particular que explica el iltimo punto es la
correlacién entre datos de un mismo conglomerado. Ademés de estos aspectos, se afiade
€] hecho de que en inferencia (general) no se habla sobre el concepto de disefio. Si se re-
flexiona un poco sobre este punto, quizis solamente se halle similitud con el manejo de
condiciones experimentales en el 4rea de disefio de experimentos.” Sin embargo, en todo
uso de estadistica hay diserio, si se entiende por ello, la forma de obtener los elementos de
estudio, los procedimientos de medicién, etcétera. Lamentablemente, los textos de inferen-
cia no lo mencionan, y todo se desarrolla en torno a variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas (iid), de donde se supone un muestreo aleatorio simple de pobla-
ciones infinitas, o con reemplazo de poblaciones finitas. Pero no se dice que en realidad en
poblaciones infinitas no se puede tomar una muestra aleatoria, sino que se toma de algin
modo y.se supone que es aleatoria y las variables iid. Por otra parte, en poblaciones finitas,
se supone que la aleatoriedad la introduce el investigador al tomar muestras probabilisticas.
En otras palabras, se dice que hay un proceso que produce la aleatoriedad.

Este capitulo pretende sefialar, dentro del marco de la inferencia, qué propiedades se
pueden pedir de un estimador de varianza en un muestreo complejo y encontrar los elemen-
tos que determinen la utilidad de estimarla. A continuacién se abordan varios puntos que
son fundamentales en cualquier problema de estimacién en inferencia.

1.1 Verosimilitud vs. diseno

En el 4mbito del muestreo, existen dos corrientes conceptuales, las cuales se catalogan como:
inferencia por aleatorizacion o por diserio e inferencia basada en modelo (Smith, 1993) o bien
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como: acercamiento de poblacion fija y acercamiento de superpoblacidn (Cassel, Sarndal,
Wretman, 1977) respectivamente. Aplicando el enfoque de inferencia por aleatorizacidn,
las respuestas de interés Y; no son aleatorias. Se consideran constantes o pardmetros, por
lo que se cuenta un vector de N pardmetros, y = (yy,...,yN), de los cuales, a través del
muestreo, se conoceran n de ellos, bajo el supuesto de que no hay error en la medicién.

Resulta conveniente hacer explicita cierta notacién, la cual se apega a Cassel, Sardal y
Wretman (1977, pag. 29):

Y = (Y1, Y2, .-, UN) Valores (fijos) de interés en la
poblacién de tamaiio N.
kes Notacién que indica que k£ es un
componente de la secuencia s.
s = (ki,...,kn(s)) = (k: k €s) = Secuencia de unidades no
necesariamente distintas.

n(S) = Tamaiio de la muestra completa.
s=(k:k es) = Muestra de unidades distintas,
sin orde
S = Secuencia aleatoria que toma

los valores s € ) .
S == Secuencia aleatoria que toma
valores s ¢ Q.

QU ={S} = Conjunto de todas las
muestras ordenadas, s
2= {S} = Conjunto de todas las

muestras no-ordenadas, s.

D = ((k,yx)k € S) Var. aleatoria de datos ordenados.
D = ((k,yr);k € S) = Var. aleawaria de datos
donde no se repiten unidades.
d = ((k,yx)k €s) = Realizacién de D.
d = ((k,yx);k € s) = Realizacién de D.

Siendo y fija, ocurre que la variable aleatoria es entonces,
I(s) = [I(1,s),...,I(N,s)]

1 siel elementoic s,
0 en otro caso.

donde, I(i,s) =
para, i= 1,...,N.

Es decir, lo aleatorio es la seleccién de los individuos en lugar de la caracterfstica que se
pretende medir, de donde se deriva el hecho de que la distribucién muestral de un estimador
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(bajo este enfoque) depende de la accién del estadistico, a través del disefio que elige. Ahora
bien, recordando que se entiende por verosimilitud la probabilidad de observar una muestra,
vista como funcién de los pardmetros’y denotando a la probabilidad de obtener una muestra
en particular como P(s), se tiene que

L(y)={ P(s) VyeQ (i=1,...,N)}

0 en otro caso.

Sin embargo, bajo este esquema de pensamiento, resulta que la verosimilitud es constan-
te en relacién a los parametros, y como consecuencia, la inferencia basada en la verosimilitud
es imposible.

La inferencia basada en modelo, como lo cataloga Smith, si se basa en la verosimilitud,
pero ésta se refiere a un modelo que se supone para la poblacién. De tal forma; basandose
en los valores observados en la muestra, se pretende estimar los no muestreados. Las criticas
a este enfoque radican, principalmente, en la suposicién de un modelo en la poblacién.

Por el contrario, la inferencia por aleatorizacién estd desligada de la verosimilitud. Re-
sulta interesante advertir que si se aplicara el principio de verosimilitud al caso de una
encuesta, se tendria que para dos disefios muestrales, tales que las probabilidades de las
observaciones s(yi, ¢ € S) en uno sean un miiltiplo de las probabilidades en el segundo
disefio, cualquier inferencia sobre la poblacién, deberia ser la misma en ambos casos.

Lo anterior significa que de aplicarse el principio de verosimilitud, las inferencias no
deben depender del disefio de muestreo, ni siquiera a través de las probabilidades P(s), de
las muestras observadas. Quien conoce un poco los métodos generalizados en la prictica de
muestreo se puede percatar que éstos se ubican en el enfoque de aleatorizacion o poblacién
fija y que son inconsistentes con el principio de verosimilitud. Los estimadores ampliamente
utilizados dependen funcionalmente del disefio y se buscan criterios como insesgamiento y
reduccién de la varianza.

Existe otro planteamiento basado en la verosimilitud de los datos observados, ys, me-
diante una distribucién hipergeométrica multivariada (Royall, 1968), que permite, hasta
cierto punto, encontrar estimadores méximo verosimiles del nimero de elementos de la
poblacién que poseen determinado valor de la variable de interés. Consecuentemente, se
puede encontrar un estimador méximo verosimil para la media y otros estimadores. Sin
embargo, esta solucién dificilmente se da para otro disefio que no sea el aleatorio simple o
el aleatorio simple estratificado.

Resumiendo lo que compete al interés de este trabajo, se tiene que los estimadores a
los cuales se hard referencia no son mdzimo verosimiles, como no lo son los métodos de
estimar su varianza, mas importante adn, hay que ubicar que el enfoque del que parten los
métodos discutidos en este trabajo es el de poblacidn fija. Pero, jqué justificacién existe
para usar estimadores que consideren el disefio? Como ya se menciond, bajo este enfoque,
lo aleatorio no son los valores de la variable observada, sino el proceso de seleccién. De tal
forma, al introducir la dependencia hacia el disefio de muestreo en el estimador, se introduce
informacién sobre la aleatorizacién. En consecuencia, no sélo se habla de determinado
estimador, ©, sino que se especifica lo que se llama una estrategla de muestreo H(D, @)
donde D representa el diseiio de muestreo. Se puede ser mds explicito ain indicando la
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estrategia como: H(D(S, P), (:)), pues el disefio estd dado por las posibles muestras que se
pueden obtener, S, y su probabilidad, P. '

Por dltimo, cabe sefialar que el interés en una encuesta no estd en conocer aquellos
valores de la poblacién que no se midieron en la muestra, lo que interesa es alguna. funcién
de todos los valores de la poblacién. De ahi se deriva la légica frecuentista en la que se
basa el enfoque de poblacidn fija, de imaginar repetidas muestras del mismo tamafio y con
el mismo disefio. Para hacer inferencia se define un estimador y se evalia la distribucién de
este estimador en repetidas muestras. Més adelante, en la seccién 1.4, se describen las bases
establecidas por Hansen, Madow y Tepping para hacer inferencia en muestreo, basados en
este enfoque,

1.2 Suficiencia y varianza minima

En un problema de estimacién en inferencia, los conceptos de suficiencia y suficiencia mi-
nimal son centrales. Es de interés saber si existen resultados sobre suficiencia en el caso de
muestreo. La relacién directa con el tema de este trabajo es saber si se pueden obtener esti-
madores de menor varianza a través de la aplicacién del teorema de Rao-Blackwell y quizés
un estimador uniformemente con varianza minima (UMVUE). De existir esa posibilidad,
tal debe ser el estimador a utilizarse, y se procederia con el cilculo de su varianza.

Siendo precisos, si existen resultados sobre suficiencia en muestreo de poblaciones fini-
tas. Existe un estimador suficiente minimal para el vector de pardmetros de la poblacién
¥ = (1,92, -.-yn), pero éste no es completo, por lo que es posible conseguir un estimador
de menor varianza (aunque a veces no resulta un estimador practico), pero no existe un
UMVUE en la clase de todos los estimadores, dada por A. M4s adelante se vers que al
restringir la clase de estimadores, si existe UMVUE, siendo un caso particular, la media
muestral. \

El estimador suficiente minimal para y = (y;, v, ...yn) esta dado por la variable aleatoria
que representa el conjunto de los datos etiquetados, en el que no se repiten unidades. Esta
variable estd dada por D = ((k,yk); k¢ S) (incluida en la nomenclatura de la seccién
anterior). La definicién de suficiencia en el caso de muestreo es equivalente al concepto én
inferencia, pero conviene explicitarla aqui: '

. Una estadistica Z = u(D) es suficiente para el pardmetro y = (yy, ya, ...YN), si'y sélo si
la distribucién condicional de D dado Z = z, no depende de y, siendo que su distribucién
condicional est4 bien definida.

Una estadistica Z; = u(D) es suficiente minimal para y = (y;,13,...yn), si y sélo si
para cada estadistica suficiente Z = u(D), cada particién de Py es un subconjunto de la
particién inducida por ‘Z;,P, ;.

Finalmente, ocurre que D = uo(D) es suficiente y suficiente minimal para y, cuya
demostracién se aprecia en Cassel, Sardal y Wretman (1977, pags. 36-38). Este resultado
no es del todo satisfactorio, pues simplemente los datos, sin considerar orden ni unidades
repetidas, es la estz;z,dl’stica suficiente. Como se dijo antes, son posibles algunas aplicaciones
del teorema de Rao-Blackwell, pero no ofrecen una solucién practica.
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No existe UMVUE en la clase de todos los estimadores insesgados, ni en la clase de
los insesgados lineales, y para casi todos los disefios tampoco lo existe para los lineales
insesgados homogéneos. Casi todos estos resultados se deben a Godambe (1955) y Godambe
y Joshi (1965). Sin embargo, Hege, Hanurav y Lanke' vieron que los resultados de Godambe
se aplicaban al caso de un disefio que no fuera de uni-conglomerado; entendiéndose por un
disefio uni-conglomerado aquel en el que cualesquiera dos muestras sy, s;, donde p(s1) > 0,
p(s2) > 0, ocurre que las muestras son disjuntas o son equivalentes en el sentido de que
ambas contienen el mismo conjunto de unidades distintas. Asi pues el mismo Godambe
(1965), corroboré que una condicién necesaria y suficiente para que exista un UMVUE en la
clase de estimadores insesgados lineales homogéneos, es que el disefio sea uni-conglomerado.
Bajo estas restricciones, se encuentra que el estimador Horvitz-Thompson es UMVUE en
la clase de estimadores insesgados para la media. También lo es la media muestral.

En Sukhatme y colaboradores (1984, pags. 38-40) se aprecia la demostracién de que
restringiendo la clase de estimadores insesgados para la media a los lineales, la media
muestral es el estimador con menor varianza, por lo tanto es el mejor estimador lineal
insesgado de la media poblacional. También demostraron que para la clase de estimadores
del tipo Horvitz-Thompson, dada-por

Tur =Y BY:
€8
donde, las f; son el inverso de las probabilidades de inclusién, la media muestral es el
Ginico estimador insesgado y por lo tanto“es el mejor estimador insesgado para la media
poblacional?, Y. En Chaudhuri (1988), Chauduhuri y Vos ( 1988) y Cassel, Sardal y
Wretman (1977), se discuten estos hallazgos, asi como aspectos sobre admisibilidad de
estimadores, pero para los propésitos de este trabajo no se considera necesario abundar
mas al respecto.

Con los antecedentes que se han planteado, se entiende que el problema a abordar
no tiene salida por los conceptos de inferencia cldsica. Si se tiene un disefio complejo y
estimadores que no son lineales, no se encuentra un estimador de varianza minima, que
serfa el logico a escoger, ni siquiera se sabe si un estimador insesgado sera el mas adecuado.

1.3 Propiedades de los estimadores

Otros criterios, quizds menos exigentes, para elegir un estimador en el caso de una poblacién
finita, son los de insesgamiento, consistencia y error cuadrdtico medio. A continuacién se
explican los criterios mencionados.

Estimador insesgado: ‘cuando el valor promedio del estimador, sobre todas las mues-
tras posibles de tamafio n, es exactamente igual al valor poblacional, se dice que el estimador
es insesgado. Es decir, para que sea ® un estimador insesgado de ©, entonces:

!Citados en Chaudhuri A, Optimality of Sampling Strategies, Handbook of Statistics, Vol. 6, Elsevier
Science Publishers B.V., 1988, pdgs. 47-96.
2Sukhatme y colaboradores (1984, pig. 81).
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donde @s es el valor de © que corresponde a la muestra s.

Por otra parte, el sesgo de un estimador estd dado por:

SESGO(6) = E(6) -0

' El sesgo resulta ser de especial interés pues los estimadores de las varianzas de muestreos
complejos suelen ser sesgados. Ocurre ademés que el método jackknife se concibié como un-
estimador para reducir sesgo.

Estimador consistente: en el caso de poblaciones infinitas se dice que un estimador
6 es consistente si:

limpseo (P16 = © | > ) — 0

En otras palabras, el estimador © es consistente si asume el valor ® con una probabilidad
‘que converge a 1, cuando el tamafio muestral aumenta indefinidamente. Cabe advertir que
un estimador consistente no necesariamente sera insesgado, pero si es sesgado, el sesgo
tenderd a cero mientras n tiende a infinito. Ahora bien, para el caso de poblaciones finitas,
Sukhatme et al. (1984), define un estimador consistente como aquel que asume el valor de
© cuando se toma la poblacién total como muestra, es decir, cuando n = N.

Los estimadores usados con mayor frecuencia son consistentes pero no insesgados. Sin
embargo, un estimador inconsistente puede ser itil, pues puede tener buena precisién
cuando n es pequefia comparada con N.

Error cuadritico medio: para un estimador O, éste se define como:

ECMo [0] = E(6 - 0)* = V(6) + SESGO?

El error cuadratico medio es 1til para comparar dos estimadores sesgados o un insesgado
con un sesgado.

1.4 Bases de inferencia en muestreo

Los intervalos de confianza para datos que provienen de muestreos complejos, basados en
la distribucién Normal(0,1) o en la distribucién ¢ de Student son de uso generalizado. Sin
embargo, el por qué se hacen de esta manera, a veces no es claro para los usuarios de
estadistica.

Hansen, Madow y Tepping (1983, pags. 776-793), describen los principios de inferencia
desde el punto de vista de la aleatorizacién (enfoque de poblacidn fija). Definen un disefio
de muestreo probabilistico como aquél que consiste de:

a) Un plan de muestreo tal que cada miembro de la poblacién tiene una probabilidad
conocida, mayor a cero, de ser incluido en la muestra.
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b) Procedimientos de inferencia tales que para muestras razonablemente grandes, la exac-
titud de las inferencias no dependen de la suposicién de un modelo.

De esta conceptualizacién se deriva el hecho de que las inferencias se basan en dis-
tribuciones 1imites que son inducidas por la aleatorizacién; por lo tanto, un intervalo de
confianza, en este contexto, es vélido si se interpreta en términos de'la probabilidad de
aleatorizacién. Es decir, la probabilidad de que un intervalo de confianza contenga el valor
estimado, es igual o mayor al valor nominal del nivel de confianza, bajo la probabilidad
inducida por la forma en que se hizo la seleccién.

Asi pues, las inferencias usualmente se derivan de la cantidad pivotal:

(02

-0
v(6

~—

En la expresién de arriba, v(©) es un estimador de la varianza de ©, y se supone que ¢ se
distribuye, al menos aproximadamente, como una N(0,1). Su aproximacién a la distribucién
t de Student es més correcta, pero como las muestras en encuestas son grandes, se tiende a
utilizar automaticamente la distribucién normal. Sin embargo, en el caso en que la varianza
se calcula por métodos de remuestreo, los grados de libertad son mucho menores y se debe
observar el uso de la distribucién ¢ de Student. Mads adelante en este trabajo se muestra
que estos intervalos son vélidos para varios de los métodos discutidos. En particular, en la
seccion 1.6 se ven resultados para el jackknife, repeticiones balanceadas (Half- sampling) y
linealizacion. . ‘

Si se tiene un intervalo de confianza, es 16gico querer transformarlo para construir una
prueba de hipdtesis. Sin embargo, se ha visto que cuando las muestras son grandes, tales
pruebas no son adecuadas. “Si la muestra tiene un tamafio suficientemente grande, la
relacién més débil y menos significativa aparecerd con significancia estadistica”. Este
planteamiento ha sido por afios uno de los puntos debatidos por los estadisticos bayesianos.
Sin duda, lo razonable es expresar resultados en intervalos de confianza. Pero, con la reciente
difusién de los métodos de estimacién por remuestreo, se ha visto que éstos proveen una
forma robusta de hacer pruebas de significancia®. Anteriormente, se sefialé que al aplicar
estas técnicas, los grados de libertad son mucho menores, lo que hace a un lado el problema
" ue representa un tamafio de muestra tan grande, es decir, el hecho de que en todas las
pruebas de significancia con gran tamafio de muestra todo sea significativo aunque no sea
importante. El célculo de grados de libertad bajo diferentes métodos de remuestreo se
muestra en el Apéndice B, citando a Rust y Rao (1996), pues es la tnica referencia que se
encontrd al respecto.

3Palabras de Yates citadas por Kish en: Kish, L., Muestreo de Encuestas, Trillas, 1972, pig. 678.
“Rust K.F., Rao J.N.K., Variance Estimation for Complex Surveys .Using Replication Techniques, Sta-
tistical Methods in Medical Research, 1996; 5, pigs. 283-310.
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1.5 Aspectos de interés sobre la varianza

En el marco de inferencia, la varianza es uno de los pardmetros que define la distribucién
sobre la cual se quiére inferir y es en este aspecto, en el que radica la importancia de
estimarla. Asimismo, en el caso de muestreo de poblaciones finitas, se vio, en la seccién
anterior, que el estimador de la varianza o la desviacién estdndar juega un papel importante
para establecer intervalos de confianza y en algunos casos, hacer pruebas de hipétesis. Al
respecto conviene citar a Rao (1997): “ignorar el disefio de muestreo y analizar los datos
de forma convencional puede Ilevar a una seria sub-estimacién de la desviacién estandar,
niveles de pruebas inflados y diagnésticos erréneos”

Es claro entonces, que bajo el esquema de alea,torizacién es fundamental la conside-
racién del disefio en los estimadores de varianza. A su vez, la estimacién de la varianza
en muestreos complejos tiene importancia como medida de la precisién del disefio; esto
permite establecer comparaciones entre distintos disefios. Obviamente, el interés de una
encuesta no es estimar una varianza, pero si lo es obtener varios estimadores de valores en
la poblacién, y éstos se quieren conocer con la mayor precisién posible; ademas, se qulere
conocer qué tan precisos (cercanos a 0) son los posibles valores de 6. La comparacién de
diferentes disefios es til, sobre todo, en situaciones en las que se requiere periédicamente
levantar una encuesta mmllar pues se puede optar por cambios en el disefio para un futuro
proyecto. Por ejemplo se puede apreciar si cierta estratificacién tuvo o no el efecto deseado
en reduccién de varianza. )

Lo mds comiin es la comparacién con el muestreo aleatorio simple con reemplazo y sin
reemplazo. Las medidas méds difundidas en la prictica para este efecto son: el DEFF,
cuando se compara contra el m.a.s. sin reemplazo (m.a.s.s.r.), y el DEFT?, si se compara
contra el m.a.s. con reemplazo (m.a.s.c.r.). Tales medidas son definidas por Kish (1989),
de la siguiente manera: :

DEFF®) = — " Odisefio) (1.1)
Var(®m.a.s.s.r.

DEFTY6) = — 4 Odisefio) (1.2)

Var((“)m.a,.s.c.r.

Las verdaderas varianzas son desconocidas en la mayoria de los casos, por lo que nor-
malmente, sélo se obtienen estimadores de dichas medidas, substituyendo en el numerador
y denominador los estimadores de las varianzas correspondientes. En ocasiones esta medida
sirve para simplificar la presentacién de resultados y evitar la necesidad de cdlculos exten-
sos para estimar varianzas. Cuando hay elementos para pensar que algunos estimadores de
la encuesta tienen un DEFF similar (usualmente se sabe por encuestas anteriores) sélo se
exhiben estimadores basados en m.a.s. - los que calcula un paquete de cémputo facilmente
- y se indica el valor de DEFF para ese grupo de variables. De esta forma, quien est3
interesado en conocer una varianza o un intervalo, estima la varianza mediante el producto
de la varianza de m.a.s. y el DEFF. Esta simplificacién de resultados puede ser muy obje-
tada, porque depende mucho de la debida inspeccién de encuestas anteriores y la correcta
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agrupacién de variables; sin embargo es una prictica muy difundida, y que se debe, en
parte, a las dificultades que enfrenta el equipo de andlisis de una encuesta.. Klsh (1989),
discute ampliamente la utilidad de esta medida.

Se ha hablado de la necesidad de conocer la varianza, pero tras'la breve exposicién
de resultados de inferencia en muestreo, resulta de interés establecer bajo un enfoque de
poblacidn fija, qué propiedades se pueden buscar en un estimador de varianza cuando se
usa un muestro complejo. Las propiedades que se revisan en los estimadores de varianza
en general, son: insesgamiento y consistencia. En el caso de estimadores no lineales, en
ocasiones se busca que el método de estimacién, de ser aplicado a una estadistica lineal (por
ejemplo, la media), produzca el mismo estimador que se obtendrfa por la férmula, segin el
disefio, y que la esperanza del estimador de varianza sea también la conocida para el caso.
Obviamente, esto no garantiza que al aplicarse el método a una estadistica no lineal, se
obtengan las mismas propiedades.

Por otra parte, es convenierte aclarar que muchas veces se habla de varianza o error
cuadrdtico medio (ECM) casi indistintamente. Se sabe que:

ECM(®) = Var(0) + Sesgo?(0).

Cuando el Sesgo® (6) es de un orden mucho menor que Var(®), una aproximacién para
ECM(0) de primer orden, también lo serfa para Var(®). Por tal razén, muchas veces lo
que se obtiene es una aproximacién del ECM y se toma como estimacién o expresién para
la varianza. Asi pues, en ocasiones, se elige entre dos posibles estimadores de acuerdo al
que tenga menor error cuadratico medlo En el caso de estimadores de varianza, cabe la
posibilidad de comparar ECM (Var(@)) pero llega a ocurrir que un estimador con menor
ECM, no da los mejores intervalos, es demr, la probabilidad de inclusién en el intervalo es
menor al valor nominal. Lo que se veré al respecto en este trabajo (en la seccién 4.3.) es
que el comportamiento de los métodos de remuestreo, han sido inspeccionados a través de
simulaciones por distintos autores, ya que no es posible hacerlo de forma analitica.

Es interesante mencionar que el mismo problema que representa el calculo de varianza
en un muestreo complejo, se da para calcular una matriz de varianza-covarianza. Estas
matrices son necesarias, especialmente, cuando se desea hacer un analisis multivariado.
Nathan (1988), considera que el método de linealizacidn, el de repeticiones balanceadas y
el jackknife producen buenos estimadores para estas matrices.

Como se advirtié en la introduccién, son pocos los resultados de inferencia clasica que
serviran de apoyo en la discusién de los métodos de célculo de varianza. No existen re-
sultados en los que se pueda basar la eleccién de un estimador, pero si existen otros que
permiten hacer inferencia sobre los estimadores ('-) basidndose en Var(@), obtenida por
distintos métodos.
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1.6 Resultados especificos sobre los
métodos de remuestreo

Krewski y Rao (1981), sentaron las bases de la teorfa asintética del estimador de linea-
lizaci6n, el jackknife y el de repeticiones balanceadas (Half-Sampling). Esta teorfa se da
en el marco de una secuencia infinita de poblaciones finitas, {[I;}z=1" con L estratos en
{[1;}. Los resultados son validos en el contexto de un disefio estratificado multietdpico
en el que las unidades primarias de muestreo se seleccionan con reemplazo y en las que se
toman muestras independientes, cuando una unidad resulta seleccionada més de una vez.
Ademds, el analisis de Krewski y Rao se avoca al caso en el que se tienen muchos estratos
con pocas unidades primarias en cada uno de éstos.

_ El interés radica en parémetros de la forma © = ¢(Y), y el estimador correspondiente,
© = g(¥), siendo g(.) una funcién real, ¥ la media poblacional, (Y= TF_ W, Y4), ¥
un estimador insesgado de Y (g= YF_, Wi¥), y Wh el peso del estrato h, dado por la
proporcién de unidades en el estrato relativas al total de ellas en la poblacwn (Wh = —“)
Se denomina por Ypi= (Yhi, ..., Yaip)', los valores poblacionales de la unidad i-ésima del
estrato h, por ypi= (yhu, ,yh,p) los valores muestrales respectivos donde p es el nimero
de variables; de manera similar, Y= (Ya1,..., Yip)' ¥ Tn= 1, .- ,yhp) , son los vectores
de medias poblacionales y muestrales de los estratos. La matriz de varianza-covarianza de
Y estd dada por:

L
£=Y Win;'s

h=1
donde ¥ es una matriz (p X p) cuyo elemento tipico es de la siguiente forma:
Ny, . .
ohingt = Ni'' 3_(Ynii = Vi) (Yaisr = Virgr)

1=1
Por otra parte, se supone que la secuencia de poblaciones satisface las siguientes condi-
ciones de regularidad:

i) Zﬁ:l WhE{| ynij ~ th|2+5} = 0(1), para algin § > 0, 7 = (1,...,p).
ii) mazicher{na} = 0(1) |

iii) mazi<chcr {Wh} = 0(L™)

iv)nYE Win;'%y, = X, donde I, es p X p, definida positiva.

v) Y — px(finita) para k=1,

vi) Las primeras derivadas g;(.) de g(.), son continuas en una vecindad de g = (i1,...sttp)-

Sea vL(é)), UJ(@)), vRB(@) los estimadores de varianza obtenidos por linealizacién, jack-
knife y repeticiones balanceadas respectivamente; asi también, ¢z, t; y trp son estadisticas
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que parten de los mismos métodos. Bajo las condiciones anteriores, Krewski y Rao (1981)
demostraron los siguientes resultados:

2)

tp = Q’A 4 N(0,1)
vr(©)
b)
nvs(@) B o
=229 4 N
v7(0)
c)
anB((’:)) —p) O'%
trp = _2:_9_ % N(0,1)
vre(0O)

Al examinar las condiciones iniciales del teorema, se aprecia que para considerar validos
estos resultados, se requiere del supuesto de que el nimero total de unidades n = 3 na,
sea grande, y que ningin factor de expansién sea desproporcionadamente mayor a los
demds. Los resultados expresan que los tres estimadores de varianza son asintéticamente
consistentes para la verdadera varianza y que los intervalos de confianza asociados a la
teoria normal también son véalidos asintéticamente.





