Capitulo 2

Métodos de remuestreo surgidos
en la practica

Por lo general, los problemas que se dan en la prictica se resuelven con base en una
inteligencia intuitiva que dé soluciones rapidas. Posteriormente, esas soluciones se pueden
afinar, incorporando elementos que incorporan aspectos tedrico-empiricos. Este es el caso
de los dos métodos de célculo de varianza que se exponen en este capitulo. Ambos, el de
grupos aleatoriosy el de repeticiones balanceadas se iniciaron con lo que en un momento dado
parecfa una solucién légica y creativa. Posteriormerite, se observaron ciertas deficiencias
y los métodos fueron mejorados. A pesar de que datan de mediados de este siglo, los
dos siguen siendo muy ttiles; el de repeticiones balanceadas da solucién a la estimacién de
varianzas con un disefio comin en encuestas de gran cobertura; por otra parte, el de grupos
aleatorios fue durante muchos afios el tinico procedimiento factible de ser aplicado, y varios
organismos internacionales reportan que no es hasta fechas recientes que han considerado
la aplicacién de otro método, si no es el caso de que contintan aplicdndolo.

2.1 Grupos aleatorios

2.1.1 Caracterizacién del estimador

El método de grupos aleatorios, como ya se ha mencionado en la introduccién, surgié en el
trabajo de campo. Mahalanobis (1946), quien trabajaba en la India en problemas aplicados
a la agricultura (en particular, la estimacién de cosechas de diferentes productos) se vio en
la necesidad de reducir las fuentes de error en sus encuestas. Es decir, estaba consciente
de que el error total no consistia nada mas de la variacién del muestreo sino también de
fallas humanas. Por tal razén, comenzé a disefiar muestras a las que llamé interpenetrantes,
o muestras a la mitad (“half-sampling”)! . Bésicamente su técnica consistfa en numerar

!Curiosamente Mahalanobis comenta que quiso llamarle muesireo duplicado (Double sampling), pero
observé que este nombre producia en sus clientes la sensacidén de que la encuesta les costaba el doble, por
lo que prefirié el término Half-sampling.
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consecutivamente las unidades de muestreo dentro de cada estrato o unidad primaria; pos-
teriormente, separaba la muestra de acuerdo a dicho nimero en nones y pares, formando dos
conjuntos de datos que daban dos estimaciones. De tal suerte, con las dos muestras estaba
también en posibilidades de calcular la varianza muestral. Aunque Mahalanobis procedia
en su anélisis suponiendo la independencia entre esas dos muestras, es evidente que los
estimadores de cada una de ellas estaban correlacionados porque se construfan obteniendo
grupos mutuamente exclusivos; por lo tanto, no existfa tal independencia y en realidad, su
estimacidn incurrfa en un sesgo.’

El término interpenetrante alude a la aplicacién del método al evaluar mérgenes de error
diferentes a la variabilidad del fenémeno que se observa. Sin embargo, la idéa de Maha-
lanobis fue considerada por autores como Hansen, Hurwitz y Madow (1953), llaméndole
la técnica del conglomerado iiltimo (Ultimate cluster) o del grupo aleatorio, déndole un
caracter mas general. Deming (1956), la utilizé con el simple propésito de obtener un esti-
mador de varianza sin importar lo complicado que fuera el estimador o el disefio muestral
y le llamé Muestreo replicado.

A pesar de que las muestras de Mahalanobis no eran precisamente independientes,
el concepto general de la metodologia tuvo aceptacién porque ayudaba a resolver varios
problemas. De ahi que se desarrollaran dos formas de llevar a cabo esta técnica, basadas
en: muestras independientes o muestras dependientes. En el primer caso, se supone una
poblacién finita P, de la cual, bajo cierto disefio, se extraen k muestras, s;,3s, ..., S; siendo
que cada una de ellas se repone en la poblacién antes de elegir la siguiente. De tal suerte,
se obtienen k muestras independientes. Sien lugar de esta serie de muestras independientes
se cuenta con una muestra total, la que es dividida aleatoriamente en k grupos, entonces se
estarfa hablando de k muestras dependientes. El estimador de la varianza en ambos casos es
el mismo; la tinica diferencia es que al ser las muestras dependientes, se introduce un sesgo.
Mis adelante se mostraran las caracteristicas del estimador en un caso u otro. La tnica
referencia explicita sobre este método es Wolter (1985), a excepcién de la versién llamada
grupos aleatorios repetidos, que se discute en este capitulo.

De manera general, sean @1,62, Oy los estimadores de © evaluados en los k grupos

aleatorios. Se considera también a © como estimador del pardametro de interés, ©, que se
consigue de la siguiente forma:

>

5=3%
i=1

Bajo el esquema de grupos dependientes, la esperanza del estimador en el grupo i-ésimo
no necesariamente corresponde al valor esperado de la poblacién. Es decir, E(0;) = pi ,
donde y; no necesariamente es igual a © = p. De ahi que la esperanza del estimador de

grupos dependientes es la media de las esperanzas, o sea, E((:)) = £ Por otra parte,

si los grupos son independientes entonces el estimador es insesgado.

2_

2Fl sefialar un error de alguien que dejé una obra tan reconocida no es agradable, pero resulta un hecho
diddctico en el aspecto estadistico y de la vida en general.
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Muestras independientes | Muestras dependientes

6, ,...,C:);c independientes. O1,...,0; correlacionadas.
E(©,) = p (i=1,....) E(6;) = p; (i=1,...,k)
E@)=p=0. E@)=7

E(w(0)) = Var(6). E(v(9)) = Var(0)
+5eT Cia(uwi - m)?

22::1 2_1)' cw{é' ’é }
k(k—1)

Tabla 2.1: Propiedades de estimadores de grupos aleatorios

El estimador de la varianza de (:), tantd para el caso de grupos dependientes o indepen-
dientes, estd dado por:

o(®) = = 1(6: = 0)?

___.___._=k( — (2.1)

Este estimador es insesgado si los grupos son independientes pero incurre en un sesgo
si existe dependencia entre los grupos. En la tabla 2.1 se esbozan ciertas caracteristicas de
estos estimadores, de acuerdo al tipo de las muestras.

Como se advierte en la tabla anterior, no existe, en ninguno de los casos, el supuesto
de que las varianzas de los k estimadores, (:)1, - (:)k, sean iguales. Esto implica que
los k grupos, aunque sean independientes, no tienen que extraerse bajo un mismo disefio
muestral. La verdad es que el supuesto de igualdad de varianza no se requiere para que
v(0) sea insesgado, pero si se desea hacer inferencias sobre ©, dicho supuesto es necesario.
A’ continuacién se exhibe la esperanza de v(©), bajo el supuesto de que los grupos son
independientes. ' .

Facilita el proceso, el considerar que v(‘(:).) (definido en (2.1) ) se puede expresar como
sigue:

v(6) = k(k—l)[i' ]

i=1
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Asi pues,
= k (Var(6;) + p? -k Var(® 2
E[o(@)] = Dt (Varl )2&)_1)( ©)+#)

_ szar(g) + kp? — kVar(g) — ky?

B k(k—1)

(k? — k)Var(©)
k(k=1)
= Var(g).

Es posible que el lector haya advertido la posibilidad de utilizar otro estimador de ©,
diferente de ©. Este serfa el que se obtendria con la muestra total, compuesta de los k
grupos. Es decir, una muestra de tamafio n, donde, n = Y5 n;, y n; es obviamente, el
tamafio de la muestra i-ésima. Si el estimador es lineal en las observaciones, este nuevo
estimador, que se denomina ©, ser4 igual a ©. Pero generalmente:

0#£0
Si se utiliza ©, entonces es 1égico calcular su varianza como sigue:

A _‘vZ:c: (éi - (:))2
YO ==

Se ha visto que v(©) > v(@) Pero al respecto, Wolter (1985, Capitulo 2), sefiala el
hecho de que en muestreos complejos y de tamafio de muestra grande, los dos estimadores
de varianza mencionados, no difieren mucho.

Grupos aleatorios repetidos

Otra versién de la técnica de grupos aleatorios, segin Kovar, Rao y Wu (1988), es la de
grupes aleatorios repetidos (GAR), la cual se avoca al caso en que se muestrean igual niimero
de unidades, U, en cada estrato. La muestra se divide en U grupos, tal que cada una de
los conglomerados o unidades en cada estrato, cae en sélo uno de esas submuestras; y se
extraen los U estimadores, O, (v =1,...,U) que les corresponden. Este proceso se repite
un nimero arbitrario de veces, R, y la varianza se estima respecto al estimador global ),
o respecto a la media del estimador en la repeticién u-ésima dada por: ©, = YU_ O,y /U,
(r=1,..., R), como se ve a continuacién:

_LITR 2 (6. - 6)?

vlgar = B U = 1) (2)

v2 = lzil Zg:l(éru - 0,)?
GAR= B U -1)

(2.3)
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Esta forma de estimar la varianza. consiste en obtener grupos dependientes, para una
misma muestra total, un nimero repetido de veces. Entonces, dentro de cada réplica se
tienen grupos dependientes, aunque dichas repeticiones son independientes entre si. Con la
informacién de la tabla 2.1 se da uno cuenta que la esperanza del estimador de varianza de
GAR es.la misma que la de grupos aleatorios Dependientes; ya que:

E[vIGAR] = %éﬁ:[»(@)]
- E[v(6)]

-
donde, v(0®) es el estimador de grupos aleatorios Dependientes.

Como un adelanto al siguiente método que se discute en este capitulo, se hace la notacion
de que cuando U = 2, el proceso resulta parecido al de Muestreo por Mitades o repeticiones
balanceadas (RB) (Seccién 2.2, y el inciso 2 de 4.4).

2.1.2 Consideraciones practicas

En este trabajo se aborda el método de grupos aleatorios como una técnica para calcular la
varianza, aunque se ha hecho mencién de-que en ocasiones se puede aplicar para comparar
varianzas por encuestador u otro tipo de control. El método de muestras independientes,
en particular, es apto para cumplir ambos propdsitos.

Al construir grupos independientes, se recomienda que los encuestadores, asi como otros
trabajadores en la operacién de la encuesta, se asignen a unidades que pertenezcan a un
mismo grupo. De esta manera, se evita la existencia de correlacién en los datos de diferentes
grupos, debida a la fuente de error que puede introducir una persona al desempefiar su
trabajo. Finalmente, la independencia entre las muestras seria lo més certero que se puede
construir. Por otra parte, si un encuestador introduce cierto sesgo, éste se reflejard en los
resultados que arroje su grupo, y se esperaria, que estas cifras contrastaran con las de los
otros grupos. De ahi, la doble utilidad del método. -

Sobre la construccién de muestras dependientes, es importante advertir que los gru-
pos deben conservar el mismo disefio de muestreo que la muestra total. Igualmente, es
recomendable, en el caso de muestras independientes pues asf se garantizan las bases de
inferencia, lo que se explica en la tdltima seccién de este capitulo. En el Apéndice A se
exhiben las reglas dadas por Wolter (1985), para formar grupos conservando el disefio. A
continuacién se describe cémo se formarifan grupos para un caso en particular. La tabla 3.2
muestra la estratificacién que se estipulé para el estado de Jalisco en la ENAL96®.

En esta encuesta las localidades dentro de los estratos representan conglomerados y las
viviendas encuestadas en la localidad vienen a ser las unidades elementales de muestreo.

31,. Barragén, R. Herndndez, A. ‘Avilay M.A. Avila, Cartografia, Encuesta Nacional de Alimentacién
en el Medio Rural 1996, Instituto Nacional de Nutricién “Salvador Zubirdn”, México, D.F., 1997.
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(Mayores detalles sobre el disefio y otros aspectos de esta encuesta se aprecian en el Capitulo
5). Bajo un disefio estratificado bietdpico, como el que se utilizé en la encuesta, si se deseara
formar tres grupos independientes, se tendrian que seleccionar tres muestras con el mismo
disefio, donde los conglomerados son seleccionados con reemplazo, asi como las viviendas
encuestadas en cada conglomerado. No estd por demds decir que el nimero de conglome-
rados por estrato debe ser igual en las tres muestras. Ademds debe quedar claro que la
decision de aplicar este método para célculo de varianzas se toma en la etapa de planeacién
y disefio, pues se trata de contar con varias muestras independientes. .Como consecuencia
resulta evidente que el costo del levantamiento de la encuesta se puede incrementar. Sin
embargo, puede ocurrir que esas tres muestras no se levanten a un mismo tiempo. Pudiera
ser que, con la finalidad de evaluar cambios en la condicién nutricional de un estado, éstas
se levanten en diferentes periodos; en tal situacién, las muestras son independientes y es
posible el analisis comparativo entre ellas.

No. | Estrato - Localidades en estrato | Localidades encuestadas
1 | HUEJUCAR 32 3
2 | AMECA 35 3
3 | TOMATLAN 34 3
4 | HUERTALA 45 3
5 | CHIQUILISTAN . 36 3
6 | TAMAZULA DE 41 3
GORDIANO

7 | TLAJOMULCO 34 3

8 | IXTLAHUACAN 35 2
DEL RiO

9 | BARCALA 33 3.

10 | ATOTONILCO 38 3
EL ALTO

11 | TEPENTITLAN 32 3
DE MORELOS

12 | LAGOS DE 39 3
MORENO

Tabla 2.2: Estratificacién del Estado de Jalisco en la ENAL’96

Una situacién muy distinta se daria si se cuenta con la muestra total, como aparece en la
Tabla 2.2, y se decide formar tres grupos dependientes. En todos los estratos se encuestaron
tres conglomerados, excepto en Ixtlahuacan del Rio (8), donde sélo se levanté la encuesta
en dos localidades. Si simplemente se piensa en asignar una localidad de cada estrato por
grupo, ocurre que uno de los grupos tendria un estrato sin datos, lo cual no es deseable. Se
puede pensar en hacer dos grupos, y segin la regla (iv) del Apéndice A, existe la opcién de
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eliminar un conglomerado en cada uno de los 11 estratos restantes; o bien considerar que en
cada grupo cerca de la mitad de los estratos tenga dos conglomerados y en el otro grupo, se
cuente con una sola localidad. Posiblemente, ninguna de las alternativas sean satisfactorias,
pues con cualquiera de ellas los disefios difieren bastante. Una opcién para este caso (que no
considera Wolter) es el colapsar desde un inicio el estrato no. 8, con el més parecido entre,
estratos vecinos. De esta manera, es factible formar tres grupos dependientes, basados en
11 estratos, de los cuales 10 de ellos tienen una localidad encuestada en cada grupo y el
restante (que corresponderia al no. 8 junto con el que se colapsé), incluirfa en dos grupos
dos localidades, y en el tercer grupo, una localidad. Esta alternativa parece dar los grupos
maés parecidos pero.es obvio que no permite calcular la varianza dentro de estratos por el
hecho de que de manera general, sélo hay una localidad por estrato en los grupos. Atin que
las varianzas dentro de estratos usualmente no interesen.

El ejemplo anterior sirvié para evidenciar que las reglas dadas por Wolter son de mucha
ayuda, pero siempre acompaiiadas del criterio del estadistico, pues no resuelven todas las
posibles situaciones que se pueden dar en la realidad.

2.1.3 Teoria entorno a grupos aleatorios

Las inferencias sobre ®, cuando se calcula la varianza por el método de muestras inde-
pendientes, se basan en el Teorema Central del Limite y en la distribucién ¢ de Student.
Esto implica que se suponen ©;,...,0, no sélo independientes, sino también que provienen
de una distribucién normal (0, 0%). Aunque la normalidad no se cumple exactamente, la
teorfa asintética en muestreo, puede justificar el supuesto. Llama la atencién igualmente,
el que ahora se requiere suponer que las ©; se distribuyen idénticamente, con misma media
y varianza, aun cuando la caracterizacién del estimador no considera igualdad de varianza.
Por lo tanto, si se opta por grupos aleatorios independientes, pero con distinto disefio, no
serfa factible realizar inferencias sobre el pardmetro ©.

De manera general, cuando se estima la varianza del estimador de © mediante gru-
pos aleatorios independientes, construidos bajo ek mismo disefio, se considera el siguiente

intervalo para O:
(6 — tier,02\[0(6) , 6 + tk-l,a,z\/v(ﬁ)),

donde #x_1,4/2 es el cuantil de la distribucién ¢, con k — 1 grados de libertad, y una
probabilidad de obtener un valor mayor de «/2. Con la misma base teérica se pueden
realizar pruebas de hipdtesis sobre ©.

Claro estd que cuando las muestras son dependientes, no se puede hacer inferencia
sobre el pardmetro ©, ya que la misma construccién de las muestras invalida el supuesto
més elemental. Por otra parte, si se cumple el supuesto de que los k estimadores son
idénticamente distrihuidos, pues se conserva el mismo disefio en todos los grupos.
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Cabria la pregunta de cuén robusto puede ser el intervalo dado por la distribucién ¢, pero
al respecto no se encontré nada en la literatura. Sin embargo, se tienen referencias por co-
municaciones personales, de que este método ha sido ampliamente utilizado por organismos
internacionales durante décadas.

2.2 Repeticiones balanceadas

2.2.1 Caracterizacion del estimador

La técnica de repeticiones balanceadas (“Balanced Repeated Replication”) también se
conoce como muestreo por mitades (“Half-sampling”), muestreo por mitades balanceadas
(“Balanced Half-samples”), muestreo fraccional balanceado, Pseudorepeticion (“pseudorepli-
cation”) o método de semimuestras reiteradas (Mirés, 1985). Los inicios de esta metodologfa
se dan en trabajos aplicados de muestreo, no en ‘el &mbito tedrico como ocurrié con el jack-
knife o el bootstrap. Aun asi, estd muy relacionado con estos métodos y con el de grupos
aleatorios; como se mencioné en la introduccién, las congruencias entre estos métodos no.
se deben a una evolucién de las técnicas sobre una misma lfnea, sino que se han encontrado
tras andlisis conjunto. :

El lector que haya revisado el tema de grupos aleatorios, puede imaginar que la técnica
de repeticiones balanceadas se debe también a Mahalanobis, debido a que él llamé a sus
primeros disefios que consideraban dos gub-muestras “half-sampling”. La coincidencia de
nomenclatura parece deberse a la adopcién del término por otros autores una vez que
idearon una técnica a la que en realidad, le iba mejor dicho'nombre. Sin embargo, aunque los
disefios de Mahalanobis bien pudieron ser el predmbulo para la metodologia que plantearon,
no se menciona en la literatura revisada ninguna referencia de los iniciadores del muestreo
por mitades, ninguna referencia a Mahalanobis. ‘

Autores.como Wolter (1985) y Judkins (1987), sefialan que el método tuvo sus origenes
en la década de los cincuenta, en el Departamento del Censo de Estados Unidos de América,
en trabajos de W.N. Hurwitz, M. Gurney y colaboradores. Posteriormente la técnica fue
formalizada por McCarthy en 1966. Luego, estudios basados en simulaciones (Kovar, 1985;
Hansen y Tepping, 1985) reportaron que el estimador de la varianza jackknife se compor-
taba mejor que el de repeticiones balanceadas en cuanto a sesgo y estabilidad. De ahf que
Robert Fay (Dippo, Fay y Morganstein, 1984), del Departamento del Censo de Estados
Unidos, planteara una modificacién a la técnica de repeticiones balanceadas que mejora su
estabilidad. ‘

Se abordard ahora la técnica repeticiones balanceadas en su forma simple y posterior-
mente se comentara la adecuaciéon de Fay. El método se aplica al caso en que se tienen
L estratos con dos unidades primarias de muestreo en cada uno. Es decir, el tamaiio de
muestra en cada estrato es 2, np = 2, y el numero total de unidades muestreadas?* es
n =YL n, =2L. Bajo este disefio de muestreo, si se fuera a desarrollar la metodologia de

4Cabe la posibilidad de que estas unidades se refieran a conglomerados, que de hecho es lo més usual.
La seccién 3.2.6 se refiere a esta situacion.
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grupos aleatorios dependientes, ocurriria que sélo se podrian formar dos grupos (k = 2),
que conservaran la misma estructura de disefio, los cuales se podrian denominar por:
(3011,5521, ~~,CI3L1) y (1012,3522, ---,$L2)- . . _

Interesa estimar la varianza de un estimador ©, que es de la forma © = g(X), por
lo que al abordar el caso de 7, se sigue la generalizacién para otro ©®. Como referencia,
se debe recordar que la media global bajo un disefio estratificado, considerando n; = 2
(h=1,2,...,L), Nj es el tamafio del estrato b y N = °F_ N,, se obtiene de:

L
Test = Z Wkih (24)
h=1
donde, T, = @&g—fﬂ—)- (2.5)
Ny
y W}, son los pesos de los estratos, W, = N (2.6)

También conviene recordar que el estimador de la varianza de Z.., én un muestreo
estratificado simple, si la fraccién de muestreo en cada estrato, ny /Ny, es despreciable, se
expresa como:

L 2si2»
v(.fest) = EWh?
h=1
N Zp + 2 Th1 + Tha)2
_ 2_2_;, [-‘vm _(=m u xhz)] +[$h2—( h1 ! hz)]
h=1
— iwf(whl "'wh2)2
h=1 4
L 2
= s 2.7)
h=1 4 :
donde, dp, = zp — zpy

Bajo el método de grupos aleatorios, se obtienen dos estimadores, 6, y (:)2, obviamenté€
considerando los pesos W, (h = 1,2,...L) de los L estratos, de la siguiente manera:

&)

L
1= E Whzh , de donde se obtiene, 0, = 9(%1).

h=1 .

De igual forma se calcula el estimador del segundo grupo, obteniendo Z; y 8,. Aplicando
(2.1) es inmediato que el estimador global sélo se basarfa en un grado de libertad, lo que
le darfa poca estabilidad. La idea tras el método de muestreo por mitades, es considerar,
medias-muestras compuestas por una unidad por estrato. Esto significa que se permite que
las muestras se traslapen, pues se observan muestras con elementos comunes. De tal suerte,
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existen 20 posibles medias-muestras, las cuales representan una forma de pseudo-repeticién
o pseudo-remuestreo.

De cada media-muestra s¢ deriva un' estimador de la media, %, el cual se exhibe a
continuacién:

L
Ti = ) Wi(Sh1im + On2ih2) (2:8)

Donde 8y = { 1 sila unidad (h,1) € la muestra i-ésima, }

0 sila unidad (h,1) ¢ la muestra i-ésima.
Opzi = 1—6psi. (2.9)

En el caso de un estimador lineal, si se consideran las 2 estimaciones, se tiene que
el promedio de ellas es igual al estimador de un disefio estratificado; lo cual se deriva del
hecho de que cada unidad se encuentra en la mitad de las 2¥ muestras. En ocasiones el
nimero de estratos, L, puede ser muy grande. Por lo tanto, resulta légico que se considere
sélo una fraccién de esas 2% posibles medias-muestras; digamos k de ellas. Intuitivamente el
lector ya puede darse cuenta de que es posible construir un estimador de la varianza de Z.,:,
mediante el promedio del cuadrado de las diferencias de los Z; obtenidos (i=1,2,...,k), con
respecto a T.s. Tal suposicién es cierta, sin embargo, al inspeccionar un poco el estimador
se aprecia que no se deben considerar cualesquiera k medias-muestras. Aquf es donde entra
la colaboracién de McCarthy (1966), puntualizando que se deben escoger k muestras balan-
ceadas. A partir de este argumento, se entiende por el estimador de muestreo por mitades.
(“Half-Sampling”), el que se basa en todas las 2 muestras y sus respectivas estimaciones
y por el estimador de repeticiones balanceadas (“Balanced Repeated Replication”), el que
se basa en k medias-muestras balanceadas.

Antes de explicar qué son muestras balanceadas, es necesario examinar un poco el esti-
mador en cuestién, De acuerdo a lo dicho en el parrafo anterior, se propone como estimador
de la varianza de la media, basado en k muestras:

k — - xest 2
k(Test) Z (2.10)

i=1

Y analogamente, para cualquier © en general:

w(0) = i ——%—2 (2.11)

O; es el estimador obtenido de la muestra i-ésima, aplicando (2.8). Por O se entiende el
estimador que se obtiene por las férmulas usuales para disefio estratificado (Considerando
2L observaciones), o bien, 0= 9(Zest). Cabe sefialar que en ocasiones se construye (2.11)
con base en las desviaciones hacia: '
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k
0y =3 % (2.12)

Yy no respecto a 6.

Al examinar el caso de la varianza de una estadistica lineal, (:')u,,, se encuentra el argu-
mento de McCarthy para definir y requerir muestras balanceadas; por cuanto lo que sigue de
esta discusidn, se enfoca hacia este tipo de estimador. De manera general, una estadistica
lineal en la media muestral se expresa como®:

Otin

— {”""' EWWM}

h _1'-1

E {un +wizn} (2.13)

i=1

I

A partir de las varlables indicadoras 6p1; ¥ Onz; definidas en 2.2.1, se puede construir
otra variable indicadora, 6,, , que corresponde a la muestra i-ésima, de la siguiente forma:

89 = 28, — 1. (2.14)

7
Asi pues,

50 = 1 sila unidad (h,l) estd en la muestra iésima
T 1 =1 sila unidad (h,2) est4 en la muestra iésima

Ahora bien, cuando se considera la media-muestra i-ésima, la media del estrato h es
igual al valor de la unidad incluida en ésta, es decir,

o _om(lt 8Dy + zpa(1 - 69)
*h= 2
Si se hace la sustitucién de (2.15) en (2.13), y se desarrolla un poco el 4lgebra, se ve que
el estimador lineal de cualquiera de las medias-muestras (i = 1,2,...,2F) es igual a (2.13)
mas otro término que depende de las 5,(:); lo que se desglosa aqui:

(2.15)

L ) .
@ilin = Z {,u'h + ‘W—z”i[fﬂh](l + 5}:)) + $h2(1 — 6’(:))]}
h=1

L Y2 Whan; ) Th1 — Tha
= 3w+ R Pt

~ L (¥) Th1 — Th2
= Bunt YW (2.16)
h=1

5Ver Efron (1982), pag. 61.
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Con estos elementos, (2.11) y (2.16), ya se puede desarrollar la varianza de Ojin, a partir
de k muestras.

(O3

A 2
iin — Olin)

M»A

”{@Hn}k} = (

>
[
-

Il
= F - HFfe=
. .Ma- .
Mh

A

H
-
>

H
-

J(z)W (whl - xhz)]z
2

.
I
-
>
[
A

W,f ($h1 ';ithz)z

M=
Me

5}(,j)5;(,a;)WhWh, (@m = $h2)ixh'1 — Zia)

-
™=
M=

©
i
-
>
i
-
=

W
>

(2.17)

El primer término en (2.17) se reduce a

XL: Wz(xhl - xhz)z’
h=1 4

lo que, si se compara con (2.7), se aprecia que es igual a la varianza que se obtendria
mediante las férmulas conocidas para muestreo estratificado. Por otra parte, el segundo
término puede ser muy grande para ciertos conjuntos de medias-muestras, pero se hace cero
si ocurre que '

k . I
36906 =0 (paral<h<h <L) (2.18)

j=1

El método de McCarthy busca la manera de obtener para una estadistica lineal, la
misma varianza que se obtendria a través de la férmula (2.7), pero con k muestras, donde
k < 2L, Para tal efecto, el método de repeticiones balanceadas se basa en cualquiera de las &
muestras de las pos1bles 2L medias-muestras, que cumplan (2.18). Por supuesto, el conjunto
de 2& medias-muestras satisface tal requerimiento, ya que cada unidad se encuentra en 251
medias-muestras®, pero la ventaja del método consiste en necesitar un niimero pequefio de
pseudo-repeticiones.

Antes se mencioné la posibilidad de calcular la varianza considerando las desviaciones
repecto a (:)(,), dado en (2.12). Si asf se hiciera y la estadistica en cuestién fuera lineal, se
observaria que

e decn, T 00 = T i) T el =o
A ~—
i380=1 §380=-1
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A £ o,
Olin, = 2} < (2.19)
]=
= éun (2.20)
si se satisface el siguiente requisito por las medias-muestras elegidas:
k
Y6 =o0. (h=1,2,...,L) (2.21)
i=1

Lo cual se deduce claramente al expandir (:')1,-,,(.);

A A 1 & Thi = Tha o 4(5)
Oling) = Olin + z > Wh—g-—— 26"
h=1 J=1
- Se dice que las medias-muestras poseen balance ortogonal completo si ademas de satis-
facer (2,18), cumplen también con (2.21). No hay que olvidar que todas estas definiciones y
caracteristicas se atribuyen al caso de una estadistica lineal en la media. Es concebible que
se busquen estimadores para estadisticas no lineales que no se alteren, al aplicarlos a casos
lineales. Pero lo cierto es que aiin .utilizando medias-muestras balanceadas, para el caso no
lineal no se garantiza ninguna propiedad de las mencionadas; en particular, el promedio de
las estimaciones O (i = 1,2,. .,k), no seré igual al estimador global obtenido por reglas
de muestreo estratificado, basado en 2L obsérvaciones; sobre la varianza, resulta obvio el
equivalente del argumento anterior, ya que si se pudiera calcular el estimador de la varianza
mediante las reglas generales de muestreo, en el caso no lineal, no tendria sentido ni éste ni
ningin método. Sin embargo, si existe una buena razén para considerar medias-muestras
balanceadas, pues Krewski y Rao (1981), demostraron resultados asintéticos que permiten
hacer inferencia basada en la varianza obtenida a partir de ellas.

2.2.2 Modificacién Fay

El estimador de la varianza de repeticiones balanceadas, probé ser muy inestable al aplicarse
a estadisticas no lineales. En particular, se detecté que el estimador es problematico al
calcular la varianza de una razén, ya que el denominador puede ser cero o cercano a cero
para algunas medias-muestras. Si se inspecciona (2.15), se aprecia que tacitamente, se
atribuye a.las unidades dentro de cada estrato un peso de 0 6 2. Robert Fay, (Dippo, Fay y
Morganstein, 1984). sugirié cambiar tales pesos para evitar los problemas mencionados. Su
idea original era usar (ponderacmnes de 0.5 y 1.5, pero hizo el planteamiento general. En
vez de los pesos (1+dy ) (1-— (5h como se observan en 2.15, las unidades de los estratos
se ponderan por 1+ 5 ( -A)y (l - 5,(;)(1 — ))); de tal suerte, se considera el siguiente
estimador de la media de un estrato h (h =1,2,...,L):

7,0 - omll+ (1 = N)] + zmafl = 87 (1 = )]
F'ay 2

(2.22)
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El estimador de la varianza consiste en las desviaciones del estimador Fay respecto

al estimador de muestreo estratificado. En otras palabras, a partir de (2.22) se consigue

Tray = Yb, WhThray; luego, se busca G(F’ly = ¢(Tray) (J = 1,2,..., k), para finalmente

calcular:

. 3 (64 (‘) _ 9)
vFay(©) = E k_(l%/\—)T (2.23)

Nétese que si A = 0, entonces la estimacién de Fay coincide con la de repeticiones balan-
ceadas, presentada anteriormente, tanto en la estimacién de la media, como en la varianza.
Igualmente debe llamar la atencién la incorporacién del término TITI«\'T’ en el estimador de
la varianza. Al respecto, Judkins (1987, pig. 492) explica que el error cuadritico medio
disminuye en la medida en que ) se acerca a la unidad, pero se transforma en un estimador
razonable de varianza al multiplicarse por dicho factor. En el mismo articulo, Judkins hace
ver que se puede pensar que 100( 1) es un factor de perturbacidn. O sea, en una aplicacién
de repeticiones balanceadas sin la adecuacién de Fay, la perturbacién es del 100%, pero si se
ejecuta la modificacién con A = 0.9, la perturbacién es del 10%. La determinacién éptima
de A no ha sido dada por ningin autor. Los resultados de simulaciones de repeticiones
balanceadas, adecuacién de Fay y jackknife para razones de variables normales, de Judkins
(1987, pag. 493), mostraron que cuando los errores estindares de los estratos son pequeiios,
todos los métodos son esencialmente equivalentes, pero si la variabilidad dentro de los
estratos es grande y A se acerca a 0, el estimador de la varianza es muy malo. Ademds
ocurre que, sin importar la varianza de los estratos, la modificacién de Fay y el jackknife
convergen en la medida en que ) se acerca a la unidad. Por otra parte, dichas simulaciones
de Judkins' (1987), revelan que la modificacién Fay conserva las caracteristicas del caso
lineal y reduce €l sesgo y la varianza del estimador de la varianza de una razén.

2.2.3 Otros estimadores para estadisticas no lineales

Una peculiaridad de esta técnica es que existen varios estimadores para el caso no lineal.
Para empezar, es necesario sefialar que por cada conjunto de medias-muestras balamceadas,
se tiene directamente otro que también es balanceado; éste es aquél cuyos indicadores 5 9)
(J = 1L,2,.,ky h = 1,2,..,L) son el negativo del primero, razén por la cual se dlce
que es su complemento. Si el estimador es lineal, cualquier conjunto de medias-muestras
balanceadas va a dar el mismo estimador, por lo que no tiene caso analizar dos conjuntos
balanceados pero cuando el estimador no es lineal, se obtienen resultados diferentes.

Sea G) ) €l complemento de la media-muestra i-ésima. En segmda se deducen otras
formas de calcular la varianza, tal como se aprecia aqui:

vg(8) = Xi) (——i”k_—e) (2.24)
v5(0) + vr(6)

(2.25)
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Wolter (1985), es quien presenta éstos. y otros estimadores para el caso no lineal. Su
libro no abarca la modificacién de Fay que se discutid en la seccién anterior. Sin embargo,
es claro que si se utiliza el estimador Fay, se pueden calcular vy (@) y vk(@)) de la siguiente
forma:

A k (Of, (¢]
Veay(0) = %)— (2.26)

(2.27)

2.2.4 Consideraciones pricticas
Eleccién de las muestras balanceadas

Dada la descripcién del estimador de repeticiones balanceadas, el primer problema préctico
al que se enfrenta el estadistico que qu1ere aplicar esta técnica, es la seleccién de un conjunto
de medias-muestras balanceadas. En primer lugar se pregunta qué valor de k es factible
considerar, y luego se enfrenta a los requerimientos (2.18) y (2.21).

Esos cuestionamientos encontraron una solucién en el trabajo de Plackett y Burman de
1946 (citado por Wolter, 1985), que aunque se trata de disefios de experimentos factoriales
2", fue igualmente ttil para este problema de muestreo. Ellos construyeron matrices ortog-
onales de dimensién m X m, donde m es nitltiplo de 4, y sus entradas son 1 6 —1. (Estas
son conocidas en mateméticas como matrices Hadamard).

Las columnas de estas matrices satisfacen (2.18), por lo que se identifican los estratos
con las columnas y los renglones con las repeticiones (medias-muestras). A continuacién
se ofrecen advertencias en cuanto a la determinacién de k, dado un disefio basado en L
estratos:

a) Se tiene un balance ortogonal completo si

k > L, k miltiplo de 4

b) Se tiene balance, pero no balance ortogonal completo si

-k = L, ky L miltiplos de 4

c) No existe balance alguno si :
k<L

La recomendacién més evidente es pues, escoger k como el valor mas pequefio que
satisface el inciso (a). De esta manera se consigue ademds minimizar los célculos. Por otra

parte, es necesario basar la seleccién de las medias-muestras en la matriz Hadamard de
dimensién k x k, una vez que se haya elegido el nimero de repeticiones.
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Muestreo estratificado bietdpico

Un aspecto importante a considerar es la generalizacién de esta técnica al caso en que
las dos unidades muestreadas en cada estrato son conglomerados (Unidades Primarias de
Muestreo), a lo que sigue una segunda etapa de muestreo. Se puede revisar en Cochran
(1977) o Sukhatme (1984), el estimador insesgado para la media bajo este disefio est4 dado
por:

L 2 ,
11
Tpr = ) Wh"—M—E MyiZh; (2.28)
¥ h=1 h 2 =1

Ahora el estimador Ileva el subindice “BI” para recordar que se aplica al muestreo bietéapico.
Por otra parte, a continuacién se aclara la nomenclatura de (2.28).

- Wy = -]]Yvh , donde N}, es el nimero de conglomerados del estrato A (h=1,2,..,L), N
es el total de conglomerados, es decir, N = Z£=] Np.

-- M es el tamaifio del conglomerado i-ésimo (i = 1,2) en el estrato h.

- My, es el tamafio promedio de los conglomerados del estrato A. Sea M = Efi"l My;,
entonces,

-~ Thi es la media muestral del conglomerado i-ésimo (i = 1,2) en el estrato k. Es decir,
si en el conglomerado hi se muestrean my; elementos,

1 Mhi
Thi = — Y Thij.
M =1

Para aplicar la forma general para calcular la varianza de repeticiones balanceadas,
(2.10) y (2.11), se debe comenzar por revisar el estimador que se basa en k medias-muestras
balanceadas. Se supone que &} se define como antes y que se cumple (2.18). La media
estimada por la media-muestra nimero j se expresa como:

: L 1 MuZni(l + 69) + MygTe(1 — 69
Eg)l _ ;Whﬁh' h1Thi( I )2 h2Tha( v)
=1

L - —
Wh o5y M1 Thy — MyoT

Tpr + E Mh 6}(13) h1¥ht > h2ZLh2
h=1 h

(2.29)

Con el estimador de la varianza ocurre algo similar a lo visto en el caso de muestreo
estratificado simple. '

k=) _ = 2 k 2 = —
USI — Z (:L'Bl - IIIBI) - %Z E &Mhlwhl Mh'ﬂ?hz (2‘30)
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M4s adelante, en la seccién 2.2.5. se explica cémo se puede llevar a cabo la aplicacién
de repeticiones balanceadas para estimar la varianza, de una forma directa, sin importar
lo complicado del disefio o el estimador. También se hacen algunos comentarios sobre la
posibilidad de aplicar esta técnica en disefios que no se ajustan exactamente al planteado,
el cual se basa en dos conglomerados por estrato. '

2.2.5 Generalizaciones

Interesa saber, cudn complicada es la aplicacién de repeticiones balanceadas para obtener
estimadores no lineales en muestreo complejo. Rust y Rao (1996), dan un procedimiento con
el que se resuelve cualquier estimador bajo cualquier disefio. Se consideran los factores de
expansién para cada unidad elemental muestreada; por ejemplo, en un muestreo bietapico
estratificado por conglomerados, se puede hablar de wy;, el factor de expansién de la unidad
j-ésima, del conglomerado i-ésimo del estrato h. Cada uno de estos pesos se altera de la

siguiente forma:

2 — MNwp;  Si el conglomerado i-ésimo del estrato A
3 g
= estd en la media-muestra k
(A)wni; en otro caso.

k
wgi}'

Posteriormente se obtiene el estimador ©;, para cada una de las medias-muestras (i=1,...,k),
con los pesos ajustados. Por ejemplo, si la estadistica de interés es un vector de coeficientes
de regresién, 3, en el modelo aplicado a los datos de una muestra:

ys = Xsf + es

donde ys es el vector de respuestas en la muestra, Xs es la matriz de variables indepen-
dientes o auxiliares y Ws es una matriz diagonal que contiene los factores de expansién de
cada unidad elemental muestreada; entonces el estimador de 3 es®:

B = (XsWsXs)™ XsWsys

Quiere dec1r que en cada media-muestra se obtendria un ) ajustando la matriz de
pesos, Ws a WS ), siguiendo la misma regla. Luego se obtiene la varianza de 3 mediante la
expresién de la varianza que considera la modificacién Fay, (expresién 2.23). Lo mismo se
harfa para cualquier otro estimador. Se debe apreciar que resulta mucho maés facil calcular
un mismo estimador muchas veces, que encontrar y proporcionar las férmulas adecuadas al
personal que se encarga del cémputo en el andlisis de una -encuesta.

Se puede decir que una debilidad de esta técnica es el hecho de que se enfoque a casos
donde el tamafio de muestra en el estrato es nj, =2, pues esta situacién limita sus posibi-
lidades de aplicacién. Sin embargo, la revisién bibliogréfica revela que este procedimiento
es muy estudiado y utilizado en el Departamento del Censo de Estados Unidos. L.R. Ernst

7Se sigue la notacién de la seccién 3.2.2.
8Ver a Kott (1994).
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y T.R. Williams (1987), presentan un estudio muy singular, donde se colapsan estratos, de
manera que pueden aplicar la técnica de repeticiones balanceadas.

El colapso de estratos consiste en unir o colapsar dos o més estratos en uno, de manera
que se crea una nueva particién del conjunto de datos. Usualmente esta practica se lleva
a cabo cuando se tienen estratos con una sola unidad primaria de muestreo, pues en tal
situacién no se suele conseguir un estimador insesgado ni consistente de la varianza, ni
siquiera para estadisticas lineales.

En este trabajo no se quiere entrar en detalles sobre el estimador de estratos colapsados,
sino solamente mostrar que existen alternativas de accién ante un problema practico, como
el que presentan Ernst y Williams (1987). Para mayor informacién sobre este estimador se
puede consultar a dichos autores y Wolter (1985, pags. 47- 54), o Cochran (1977).





